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2022학년도 여름학기 수학 2 기말고사 문제 4,5,6 모범답안 및
채점기준

[문제 4] 벡터장

F(x, y) =
(y3,−xy2)

(x2 + y2)2

의 회전함수는 rotF = 0이다. 이때 (0, 0) ∈ D이므로 그린 정리를 적용하기

위해 충분히 작은 ε > 0에 대하여 원판 {(x, y) | x2 + y2 < ε2} ⊂ D을 제외한

영역 E = D \ {(x, y) | x2 + y2 < ε2}에서 그린 정리를 적용하면,

∫

∂E

F · ds =
∫∫

E

rotF dV2 = 0

이다. 한편 ∂E의 경계는 곡선 C와 원

Cε : X(t) = (ε cos t, ε sin t) (0 ≤ t ≤ 2π)

의 합이므로 경계의 향을 고려하면

∫

C

F · ds =
∫

Cε

F · ds

=

∫

2π

0

F(X(t)) ·X ′(t) dt

=

∫

2π

0

(− sin4 t− cos2 t sin2 t) dt

= −π

를 얻는다.
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[채점기준]

1. 영역 D 내부에 원점을 중심으로 하는 작은 원을 제외한 영역에서 그린

정리를 적용한 경우 10점

2. 원의 향을 고려하여 매개화를 하고, 미분형식의 선적분을 일변수함수의
정적분으로 표현한 경우 5점

3. 답을 구하면 5점
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[문제 5] 곡면 X의 편미분을 구하면

Xu = (−(2 + sin v) sinu, (2 + sin v) cosu, 1)

Xv = (cos v cosu, cos v sinu,− sin v)

이므로

Xu(π, 0) = (0,−2, 1), Xv(π, 0) = (−1, 0, 0)

이고

(Xu ×Xv)(π, 0) = det





i j k
0 −1 −2
−1 0 0



 = (0,−1,−2)

임을 안다. 따라서 구하는 접평면의 방정식은

(Xu ×Xv)(π, 0) · ((x, y, z)−X(π, 0)) = 0 ⇐⇒ y + 2z = 2(π + 1)

이다.
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[채점기준]

1. (Xu ×Xv)(π, 0) = (0,−1,−2)을 구하면 5점

2. 공식 (Xu × Xv)(π, 0) · ((x, y, z) −X(π, 0)) = 0을 안다고 판단될 경우
10점

3. 접평면의 방정식을 구하면 5점
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[문제 6] 곡면 S의 매개화는

X(x, y) =
(

x, y,
√

x2 + y2 − 1
)

, D : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 2

이고, f(x, y) =
√

x2 + y2 − 1이라 두면 면적소는

dS =
√

f2
x + f2

y + 1 dx dy

=

√

√

√

√

(

x
√

x2 + y2 − 1

)2

+

(

y
√

x2 + y2 − 1

)2

+ 1 dx dy

=

√

2x2 + 2y2 − 1
√

x2 + y2 − 1
dx dy

이다. 따라서 곡면 S의 질량 m은

m =

∫∫

X

µdS

=

∫∫

D

√

x2 + y2 − 1 ·
√

2x2 + 2y2 − 1
√

x2 + y2 − 1
dx dy

=

∫

2π

0

∫

√
2

1

r
√

2r2 − 1 dr dθ

=

(√
3− 1

3

)

π

이다.
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[채점기준]

1. 곡면의 질량의 정의를 알면 5점

2. 매개화, 면적소, 답을 구하면 각각 5점 총 15점
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7번 모범답안

발산 정리에 의해,

∫∫

R

F · dS =

∫∫∫

intR

divF dV (1)

=

∫∫∫

intR

3dV (2)

=

∫ π

0

∫ sin θ

0

∫ 1

r

3rdzdrdθ (3)

=

∫ π

0

∫ sin θ

0

(3r − 3r2)drdθ (4)

=

∫ π

0

(

3

2
sin2 θ − sin3 θ

)

dθ (5)

=
3

4
π −

4

3
(6)

7번 채점기준

1. 수식 (1) 또는 그에 상당하는 수식을 서술하면 5점.

2. 수식 (2) 또는 그에 상당하는 수식을 서술하면 5점.

3. 수식 (3) 또는 그에 상당하는 수식을 서술하면 5점.

4. 답을 잘 구하면 5점.
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8번 모범답안

곡면 S ′를 x2 + y2 = 1, z = 0이라고 정의하고, 곡면 S ′의 향을 (0, 0, 1)로
정의하자. 발산 정리에 의해,

∫∫∫

int(S∪S′)

divF dV =

∫∫

S∪S′

F · dS =

∫∫

S

F · dS−

∫∫

S′

F · dS (7)

가 성립한다. 문제에서 주어진 적분의 값을 구하기 위해 나머지 적분의 값을
계산하면,

∫∫∫

int(S∪S′)

divF dV =

∫∫∫

int(S∪S′)

div3dV

= 3 · Vol(int(S ∪ S ′))

= 3 ·
1

2
·
4

3
π · 1 · 1 · 3

= 6π

∫∫

S′

F · dS =

∫∫

S′

(ey, ex, 5) · (0, 0, 1)dS

=

∫∫

S′

5dS

= 5 · Area(S ′)

= 5π

이므로 구하고자 하는 답은 11π이다.

8번 채점기준

1. 수식 (7) 또는 그에 상당하는 수식을 서술하면 5점.

2.

∫∫∫

int(S∪S′)

divF dV = 3 · Vol(int(S ∪ S ′)) 또는 그에 상당하는 수식을

서술하면 5점.

3.

∫∫

S′

F · dS = 5 · Area(S ′) 또는 그에 상당하는 수식을 서술하면 5점.

4. 답을 잘 구하면 5점.

5. 적분의 부호가 틀렸을 경우 1번, 4번 기준에서 모두 틀린 것으로 간주함.
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문제 9.

벡터장 F는 Z축을 제외한 영역에서 잘 정의된다 .

set o 또는 니다 0일때,

cum ChF ) = gradhxFth.euv1 F
= grad hx F C : Carl F = 0)
= GXZ

, -47 .
X주5)

(진주竹一E)간
✗ (i, 水痢 . 이

= C째서cm
(입체각 벡터장 )

(X주4주제죠
따라서

, Sa = S n d z ≤ t e) (E) o ) 라 하면
,

Is Carl ChF) . 6S =낧 feurlchFI.IS
E

= di ( 7C ,
4.ㄺ

a.윓兪邵厄
= b. 자사의 G. 아르키메데스
Eso 원리 )

= ㄿ

• F의 정의역을 고려하지 않은 경우 10점 감점



문제 10
.

주어진 곡면 S는 X (x . 4) = (x . 4 . 1-3자24 ) ( x≥ ◦ . 리30
,

로 매개화 가능하며 ,

1-3가지≥ㅇ)

✗x = ( 1 .
O
.

-3)

✗ ce
= (O . 1 .

-2)

Xx✗ Xy = (3, 2 .

1 ) 을 얻는다
.

curlFCx.az ) = (가4 .

- 4 . 1 ) 이므로
,

스토크스 정리에 의해

1F ↳ = ( Eur 1F) .S = i! 에
,

-4, i) . (3.21 ) body

=彬雩他-54+7 body
= i 孔兩不 (54가

dy.ba
• 스토크스 정리를 적용할 경우 +5

8 Eur 1F를 잘 계산한 경우 +5

ㆍ 곡면의 매개화를 잘할경우 +5

• 면적분을 잘 계산한 경우 +5

. 스토크스 정리를 사용하지 않은 경우 잘못된 과정이 있으면

부분점수 없음
.
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