
1.

(a)

f(x, y) =

(

x
√

x2 + y2

)2

· x

이므로,
|f(x, y)| ≤ |x|

이다. 따라서 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 = f(0, 0)이므로, f는 원점에서 연속이다. (5점)

(b)
grad f(0, 0) = (1, 0)

(5점)

(c)

1) 풀이 1

함수 f가 원점에서 미분가능하려면

lim
v→0

f(0+ v)− f(0)− grad f(0) · v
|v| = 0

이 성립해야 한다. (+4점) 그러나 v = (a, b)라 놓을 때,

f(0+ v)− f(0)− grad f(0) · v
|v| =

−ab2

(
√
a2 + b2)3

= − a√
a2 + b2

·
(

b√
a2 + b2

)2

이므로 일반적으로 v → 0일 때 0으로 수렴하지 않는다. 예를 들어, a = b인 경우를

계산해보면

− a√
a2 + b2

·
(

b√
a2 + b2

)2

= − 1

2
√
2

이다. 따라서 f는 원점에서 미분가능하지 않다. (+6점)

2) 풀이 2

함수 f가 원점에서 미분가능하면 임의의 벡터 v ∈ R
2에 대하여

Dvf(0, 0) = grad f(0, 0) · v = (1, 0) · v

가 성립해야 한다. (+4점) 그러나 v = (1, 1)인 경우를 보면,

Dvf(0, 0) = lim
t→0

f(t, t)− f(0, 0)

t
=

1

2
6= 1 = (1, 0) · v

이다. 따라서 f는 원점에서 미분가능하지 않다. (+6점)

[채점기준]

• (a)는 부분점수 없음. 올바른 풀이로 연속이라는 결론을 얻어야만 5점

• (b)는 grad f(0, 0)을 제대로 계산했으면 5점

1



• (c)는 미분가능하기 위해 성립해야 하는 조건을 제대로 썼을 때 4점 부여. 그 이후의
미분가능하지 않다는 결론까지의 풀이에 6점.

• (a)에서,원점으로접근하는직선경로만을고려하거나,단순히 lim
r→0

f(r cos θ, r sin θ) =

lim
r→0

r cos3 θ = 0이라고만한경우에는 0점.그러나 −r ≤ f(r cos θ, r sin θ) ≤ r과같은

언급을 포함할 시 5점.

• (c)에서, grad f(0, 0)을 잘못구했으나 f가 미분가능하면 Dvf(0, 0) = grad f(0, 0) · v
가 성립해야 한다는 식의 서술을 포함했으면 4점 부여.

2
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8⌧ 3. [15⇣] [Ëı�] h⇠ f(x, y) = x3 − 2x2 + xy2X Ñƒ⇣D ®P lX‡, �‹| 8‡XÏ �

Ñƒ⇣D ˘�⇣, ˘å⇣, H•⇣<\ ÑXX‹$.

�‹: Ñƒ⇣: (a, b), ÑX: H•⇣

Solution) ⇣ (a, b) ∈ R
2� fX Ñƒ⇣t|t gradf = (3a2 − 4a+ b2, 2ab) = (0, 0)t‰.

⇒ (a, b) = (0, 0) ⇣î (a, b) =

✓

4

3
, 0

◆

t‰.

1) (a, b) = (0, 0)| L

fX (0, 0)–⌧X ‰8 â,@

 

−4 0

0 0

!

t¿\, ‰8 ⇣�ïD �©` ⇠ ∆‰.

fX �XÌD |y| =
√
2x\ ⌧\àD L, (0, 0)@ fX ˘å⇣t‰.

⇒ (0, 0)@ fX H•⇣t‰.

2) (a, b) =

✓

4

3
, 0

◆

| L

fX (a, b) =

✓

4

3
, 0

◆

–⌧X‰8â,@

0

@

4 0

0
8

3

1

At¿\,‰8⇣�ï–Xt (a, b) =

✓

4

3
, 0

◆

@ fX ˘å⇣t‰.

∴�ı@ ‰L¸ ⇡‰.

Ñƒ⇣: (0, 0), ÑX: H•⇣-8⇣

Ñƒ⇣:

✓

4

3
, 0

◆

, ÑX: ˘å⇣-7⇣

*�ıD ®P ∏ à<ò î�\ òª⌧ Ñƒ⇣D ∏ \ Ω∞ Xò˘ -5⇣.



#4
.

( 모범답안 >

f ( N , y ,
Z ) = Et ft (Z-1 )

2

g (N , Y .
Z ) = iy - z

S 를 G의 本一 등위면이라 하자
.

( 미적분학 2 11장 6절 소단원 6.3에 의해 S에서의 E의 최솟값이 존재한다 . )

grad g = ( 2재 . 자 .
- 1 )

grad f = ( 2N , 2g ,

2 (El ) )

gradg.to 이므로 라그랑주 승수법에 의해 S에서의 T의 극점 P는

✗ gradf ( P ) = Grand g (P)

를 만족한다 . 즉
,

X ( 2N . 2g , 217-1 ) ) = ( 2kg , 지주 - 1 )

을 만족한다 .

⇒ @ X2기 = 2장

⑤ 72g = N2(
@ a지레 二一 . of t ( 0

@ 로부터 가-0 또는 4=7 두 가지 경우를 얻는다.



Case 1 ) 가-0

⑤ 에 의해 入二 0 또는 4=0

그런데 Grand G # 0 이므로 ( 또는 @에 의해 ) 入干 0
.

∴ y = o

∴ 극점은 ( 0.0 .
- I ) of +3

i. f (0.0 , 一如 = 쮾
.lt2

Case 2 ) 4=7

⑤ ⇒ N2 = 202

⑨ ⇒ E = ( 一抛

∴ f (N . 4.2 ) = 272t이자 1-n = 3자t1-2 B ( 산슬기하 )

25 25
그런데 T3 > 6-이므로 f 의 최솟값은 -6

이다
.

따라서 구하고자 하는 거리는 뮤이다 .

☐



( 부분점수 >

① Case2 에서 가는 일 때의 극점 (土言
.

0 ) 을 구하면 +3점

f ( 土舌
,
t.co ) = f 임을 올바르게 구하면 t 2점

873+4 +27-4=0 의 조 기에 해당하는 극점 P에 대해

f (P ) > 쯚 임을 논리적으로 보이면 +5점

20 f (My ) = N주ft (Ng _ ET

⇒ f (My) = (0.0 ) 의 아이디어 +5점

⇒ 이후 임계점들에 대한 점수 모범답안과 동일하게 부여

( 감점요인 : - 2점 )

* 마지막에 f 인 지음

* 쭎과 주 중에서 무를 선택

* 라그랑주 승수법 비례식에서의 작은 실수 ( 예 ) 가 대신 거
,
레 대신 Z )
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수학2 기말고사 11번 모범답안 및 채점기준

[모범답안]

(a) 매개화 : X(r, θ) = (r cos θ, r sin θ, 1− r2) (0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π)

⇒ Xr = (cos θ, sin θ,−2r), Xθ = (−r sin θ, r cos θ, 0)

⇒ N := Xr ×Xθ = (2r2 cos θ, 2r2 sin θ, r)

⇒ |N | = |Xr ×Xθ| = r
√

4r2 + 1.

따라서

Area(S) =

∫∫

{(x,y)∈R2:x2+y2≤1}
1dV2

=

∫ 2π

0

∫ 1

0
r
√

4r2 + 1drdθ · · · (∗)

=

∫ 2π

0

[

1

12
(4r2 + 1)3/2

]1

0

dθ

=
5
√
5− 1

6
π

(b) 위와 같은 매개화에 의해

z̄Area(S) =

∫∫

{(x,y)∈R2:x2+y2≤1}
zdV2

=

∫ 2π

0

∫ 1

0
(1− r2)r

√

4r2 + 1drdθ · · · (∗∗)

=

∫ 2π

0

[

− 1

80
(4r2 + 1)5/2 +

5

48
(4r2 + 1)3/2

]1

0

dθ

=
25
√
5− 11

60
π

[채점기준]
-(a) 매개화 : 3점, |N | : 2점, 적분계산 식 (*) : 3점, 답 : 2점
-(b) 적분계산 식 (**) : 5점, 답 : 5점
-모범답안과 다른 매개화를 사용한 경우도 같은 채점기준 사용
-매개화를 따로 적지 않고 그래프 곡면의 면적소 공식을 쓴 경우 등 |N |을 올
바르게 구한 경우 매개화 점수도 인정

1



12. [25⇣] å\…tX �Ì U–⌧ �X⌧ | h⇠ z = f(x, y)– �XÏ, fX ¯ò⌅\ ¸¥ƒ º(– å\ı⌅X
·t

z = f(x, y), (x, y) ∈ U

D S| ` L, ‰L <L– ıX‹$. Ë, ·t SX •@ · k ≥ 0 D ÃqXƒ] �Xp, ·t SX •@ ⇣ (0, 0, 0)D
ÏhX¿ Jî‰.

(a) (10⇣) ‰L t�ÑD U–⌧X �Ñ<\ \⌅X‹$
ZZ

S

A · dS

Ë, A(x, y, z) =
(x, y, z)

(x2 + y2 + z2)
3

2

dx dyî –⇣D ⌧x\ º(– å\ı⌅–⌧ �X⌧ Ö¥� °0•t‰.

(b) (15⇣) å\…tX �Ì x2 + y2 ≤ 4| D| ` L, (a)| t©XÏ ‰L �ÑD lX‹$.

ZZ
D

x2 + y2 + 4

x2 + y2 + (4− x2 − y2)2)
3

2

dx dy

(Ät)

(a) ·t S| X(x, y) = (x, y, f(x, y))\ ‰⌧T Xê. tL ï °0 N = Xx × Xy = (1, 0, fx) × (0, 1, fy) =
(−fx,−fy.1)| l` ⇠ à‰.

ZZ
S

A · dS =

ZZ
U

A(x, y, f(x, y)) ·N dV2 (1)

=

ZZ
U

(x, y, f(x, y))

(x2 + y2 + f(x, y)2)
3

2

· (−fx(x, y),−fy(x, y), 1) dV2 (2)

=

ZZ
U

− xfx(x, y)− yfy(x, y) + f(x, y)

(x2 + y2 + f(x, y)2)
3

2

dV2 (3)

(b) (a)X ›–⌧ f(x, y) = 4−x2
−y2| L, fx = −2x, fy = −2yt¿\ −xfx(x, y)−yfy(x, y)+f(x, y) = 4+x2+y2

t¿\

ZZ
D

x2 + y2 + 4

x2 + y2 + (4− x2 − y2)2)
3

2

dx dy =

ZZ
S

A · dS (4)

� 1Ω\‰.

tL Sî {(x, y, 4 − x2
− y2) | x2 + y2 ≤ 4}t|î ·t<\ ¸¥¿‡ t ·tX Ö¥� °0•X t�Ñ@ t

·tX Ö¥�¸ Ÿ|\p, t˘ �Ì@ z ≥ 0x ®‡ Ë⌅lX �Ì<\ ¨�⇠¿\ Ö¥�t 2πÑD L ⇠ à‰.

â,

ZZ
S

A · dS = 2π.

0|⌧

ZZ
D

x2 + y2 + 4

x2 + y2 + (4− x2 − y2)2)
3

2

dx dy = 2πt‰.

(D⇣0�)

(a) (1) ï °0 ND ,tå lh: 5⇣, NX ⌅¥ Ä8� ¿∞ Ω∞: 3⇣ (� 1ÑX Ä8� �� ¿∞ Ω∞ ⇣⇠
∆L)

(2) ›(1)ò¸ S¡X �ÑD U¡–⌧ ¥�✓X �Ñ �‹\ ò¿ƒ: 5⇣

(3) ›(2)ò (3)ò¸ Aò N ¨©X¿ J‡ l¥�x �Ñ<\ ò¿ƒ: 5⇣

(b) (a) › (4)ò¸ ¸¥›t �–å °0•X t�ÑÑD ÙÑ: 4⇣

(b) �–å °0•X �Ñ✓t 2πÑD i˘Xå $Öh: 5⇣

(c) ı ⇣⇠: 1⇣

1

M

'

(

(



2021학년도 2학기 수학 2 기말고사 13번 문제 모범답안 및 채점기준

|모범답안)
(풀이1)
D = {(r, ) |0 x 1,0 에서, 곡면을 X(x, = (x, xe") 로
매개화 하면 다음을 얻는다.

X= (1, 0, e"), Xy = (0, 1, e"),Xx Xy --xe 1)

벡터장 F 가 곡면 S를 빠져나가는 방향이 n·k 0 이므로 단위법벡터 n은
다음과 같이 선택한다.

(e,Xx X Xy
고y ’V 구X X Xy 10점2

(향올바르케 포N =-X, x Xy

벡터장 F 가 곡면 S를 빠져나가는 양(flux)는 다음 적분을 계산해서 얻을 수
있다.

F.as - P.nd- JF. Nidrdy
계산해보면,

F Nazdy
(2, , s) (에, ao, -1) drdy| 5점.(꿰식 비서
se

e f idr
ye dy2

( 부 1)이 려 (A산)
이다.

*분만청반 (플이흐릉은 문)인경우 10점.

* 특린 으로 구 콘적분식 5점.



(풀이2)
곡면 S를 포함하는 닫힌 곡면을 만들기 위해 다음과 같이 4개의 곡면 A1, A2, A3, A4
를 정의하자.

Ay = {(2, y, 2)|0 x 1,0 2=아
A2 = {(x, , 2) |0 2 며, D
As = ((n, , 2) /0 z xe", =2,0
Ay= ((x, ,2)/0 =1, 으21

따라서 닫힌 곡면 P = SU A1U A A U A를 정의할 수 있고, A1, A2, A3, A4
의 향은 벡터장 F가 곡면 P를 빠져나가는 방향으로 한다.

발산정리에 의해/정 (같권 연에 신정시를쓰고자람)
irars-/lrus*Jlrs-/ r *llrisIILe(int(P)

성립한다. 량을케대로고려한가
위치 벡터장이므로 divF = 3이고, 발사정리 식）

F n= (1, , 0) · (0, 0, -1) =0 on A1
F·n = (x, 0, z)· (0, -1, 0) = 0 on A2

F ·n= (x, 2, )·(0, 1, 0) = 2 on A3
F n= (1, y, 2)· (1, 0, 0) =1 on A4

이므로 위의 발산정리를 이용한 적분을 계산하면,

ris - 2Ara(As) + Anea(A) -aalim(P)
를 얻는다.
한편,

Vol(int(P)) = e dxaedy *

Area(A) *는

Ama(A) - f ay -e-1



이므로

fP.is =d+(2 -1- e-1)= le +1) & ( ).
을 얻는다.

Fds 를 체미콘 4어지(- )를 제대로 구 편제계선경서 )
S

정.



14번 답안 및 채점기준

닫힌 영역의 곡면을 만들기 위해 다음과 같은 곡면

Ŝ = {(x, y, z) ∈ R
3|x2 + y2 ≤ 1, z = 0}

을 포함한 S ′ = S ∪ Ŝ 을 정의하자.

주어진 벡터장 F는 영역 intS ′ 를 포함한 실수 전체에서 잘 정의되기에 발산

정리를 적용할 수 있다. · · · (1)

이때 divF = 0 이므로 발산정리에 의해 다음을 얻는다.

0 =

∫∫∫
intS′

divF dV3 =

∫∫
S′

F · dS

그리고 S ′ = S ∪ Ŝ 로부터 다음을 얻을 수 있다. · · · (2)
∫∫

S

F · dS = −
∫∫

Ŝ

F · dS = −
∫∫

Ŝ

F · (0, 0,−1)dS

=

∫∫
x2+y2≤1

x2 + y2 + 3 dxdy · · · (∗)

이를 마저 계산하면 원하는 답을 얻게 된다. · · · (3)

(∗) =
∫

2π

0

∫
1

0

(r2 + 3)rdrdθ = 2π · (1
4
+

3

2
) =

7

2
π

(1) 위의 예시처럼 ”닫힌 곡면을 적절하게 만든 후” 발산정리를 통해 접근한
경우 8점
(2) 발산정리를 올바르게 적용하여 위와 같이 계산 가능한 형태의 적분식을 도
출한 경우 8점
(3) 향의 방향을 포함하여 올바르게 계산을 진행한 경우에만 4점

* 별해
스토크스 정리를 사용하고자 하는 경우 curl G = F 가 되는 다음의 벡터장

G = (sin z
√
x8 + 2, x(y2 + 3) +

x3

3
, −ez cos y)

를 올바르게 찾은 후 · · · (8점)

1



스토크스 정리를 적용하여 해당 벡터장을 경계인 곡선 X = (cos θ, sin θ, 0)
을 따르는 선적분을 계산 가능한 형태의 적분식으로 도출 · · · (8점)

∫
X

G · ds =

∫
2π

0

cos2 θ(sin2 θ + 3) +
cos4 θ

3
dθ

이후 나머지 계산을 올바르게 수행 · · · (4점)

∫
2π

0

cos2 θ(sin2 θ + 3) +
cos4 θ

3
dθ =

7

2
π

2



#5.

Sl 1 ( 토크스 정을 경우)

F= (ey, Cosy +콘,포+sin군） (Cwwl F = (-2 - -3y)

J. S: * 소월, '의curl F S* d 실)
S 빠배학: X y) * (지y, iy)

N*K * (외, )
(n )향 : n *1

+52x(- -y- ) * ( -1, D) dx dy (곡면 S 2것의 향이
올바고 구체적e로,

명시되 야부
3y dz dy2y 2x -

국y's

(:) 대칭성y dx dyf.

문dyd- J" s하fe

0

S 2 (직점 선적분)

Cost Sin ) (-sint) + Ccos(sit) + s (2t)) (ost2

(준식)

+ (tost + sin (Sin2t))(2 los2t) d+
IO

* 「- ont1(2 M" ontistsin손 dt

" cos(oivt) ost Csin(sintJ-
M" Sin(sn2t )skzt dt * 「 ces (din 2t J =o큰1.

+5 sirt ost a o" cat 20t ot -

* 단춘 용수( 대


