








기말고사 4번 풀이 및 채점기준

(a) 주어진 초평면의 법선 벡터는 n = (1, 2, 3, 4)이므로, 4차원 공간 상의
점 P를 초평면 n ·X = 0에 내린 수선의 발은

H = P − P · n
n · nn

이고, L(P )와 P의 중점이 H이므로

L(P ) = 2H − P = P − 2
P · n
n · nn

= P − p1 + 2p2 + 3p3 + 4p4
15

(1, 2, 3, 4).

• L(P ) 유도 15점, 부분점수 없음.

– 논리적 비약이 심한 경우 10점 감점.

– 계산 실수의 경우 5점 감점. 10점 감점과 5점 감점은 중복으로 적
용하지 않음.

– 정답과 동등한 다른 표현들도 정답으로 인정.

(b) 선형사상 L에 대응하는 행렬은

A =
(

L(e1) L(e2) L(e3) L(e4)
)

=
1

15
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이다. 여기서 {e1, e2, e3, e4}는 R
4의 표준 단위벡터이다.

• A 계산 5점, 부분점수 없음.

– 논리적 비약이 심한 경우 0점.

– 계산 실수의 경우 2점 감점.

∗ 예시: 논리적 비약이 없으나 계산 과정에서 행렬의 16개 entry
가운데 4개 미만이 틀림.
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기말고사 5번 풀이 및 채점기준

행렬의 특정 열을 상수배하여 다른 열에 더해도 행렬식의 값은 같으므로,

detBk = det
(

a1 · · · b · · · a2022

)

= det
(

a1 · · · a1 − 2a2 + · · · − 2022a2022 · · · a2022

)

= det
(

a1 · · · (−1)k−1kak · · · a2022

)

이다. 그런데 마지막 식은 det
(

a1 · · · ak · · · a2022

)

= detA의 (−1)k−1k

배와 같으므로, detBk = (−1)k−1k · (−1) = (−1)kk이다. 따라서

detB1 + · · ·+ detB2022 = −1 + 2− 3 + · · ·+ 2022 = 1011.

• 모든 k = 1, 2, . . . 2022에 대하여 detBk를 올바르게 계산하였으면 15점.

– 논리적 비약이 심한 경우 10점 감점.

– k = 1, 2와 같은 초기 항만 계산한 경우, 충분한 추가 설명이 없을
시 10점 감점.

– 계산 실수의 경우 5점 감점. 10점 감점과 5점 감점은 중복으로 적
용하지 않음.

• detB1 + · · ·+ detB2022을 정확히 계산하면 5점, 부분점수 없음.
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기말고사 6번 풀이 및 채점기준

주어진 곡선 X(t)에 대하여,

X ′(t) = (−2 sin t, 1, 2 cos t), X ′′(t) = (−2 cos t, 0,−2 sin t)

이므로

X(0) = (2, 0, 1), X ′(0) = (0, 1, 2), X ′′(0) = (−2, 0, 0)

이다. 따라서 접촉평면은
(

(x, y, z) −X(0)
)

·
(

X ′(0) ×X ′′(0)
)

= 0이며, 이를
간단히 정리하면

−2y + z = 1

을 얻는다.

이제 점 P = X(0) = (2, 0, 1)을 고정하자. 접촉평면의 법선 벡터는 n =

(0,−2, 1)이므로, 벡터
−→
PQ = (−1, 3, 1)를 벡터 n에 정사영한 결과는

(−1, 3, 1) · n
n · n n = −n = (0, 2,−1)

가 된다. 이 벡터의 길이는
√
5이므로, 구하고자 하는 거리는

√
5이다.

• 접촉평면 Π를 올바르게 구하면 15점.

– X(0), X ′(0), X ′′(0)의 올바른 계산에 9점. (개당 3점)

– 접촉평면의 식에 6점.

– 계산 실수의 경우 해당 항목 점수 없음.

– 기타다른방법을이용하여접촉평면을올바르게구하였어도 15점.

• Q와 Π 사이의 거리를 올바르게 구하면 5점, 부분점수 없음.
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7.

구하려는 넓이는 다음 그림에서 색칠된 영역의 4배이다.

그런데, 색칠된 영역은 0 ≤ θ ≤ π

6
에서, 부등식

2 ≤ r ≤
√
8 cos 2θ

로정의되는영역이므로,넓이가

∫ π

6

0

1

2
(8 cos 2θ−4)dθ로주어진다.따라서,문제에서구하는

넓이는

4

∫ π

6

0

1

2
(8 cos 2θ − 4)dθ = 4

√
3− 4

3
π

이다.

[채점기준]

• 그림 또는 부등식으로써 문제에서 주어진 영역을 잘 설명했으면 +10점

• 넓이를 올바르게 계산했으면 +10점
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8.

영역 R는 다음 그림에서 색칠된 영역이다.

이때영역 R의둘레는 −π

2
≤ θ ≤ π

4
에서곡선 X(θ) = (1+sin θ)(cos θ, sin θ)와,

π

4
≤ θ ≤ π

에서 곡선 Y (θ) = (1 + cos θ)(cos θ, sin θ)의 합이다. 그런데, 두 곡선은 직선 y = x에 대해

대칭관계이므로 길이가 서로 같다. 따라서 곡선 X의 길이의 2배를 구하면 영역 R의 둘레의

길이가 된다. 즉, 영역 R의 둘레의 길이는

2

∫ π

4

−
π

2

|X ′(θ)|dθ = 2

∫ π

4

−
π

2

√

(1 + sin θ)2 + (cos θ)2dθ

= 2

∫ π

4

−
π

2

√
2 + 2 sin θdθ

= 2

∫ π

π

4

√
2 + 2 cos tdt (t = π/2− θ)

= 4

∫ π

π

4

∣

∣

∣

∣

cos
t

2

∣

∣

∣

∣

dt

= 4

∫ π

π

4

cos
t

2
dt

= 8

[

sin
t

2

]π

π

4

= 8
(

1− sin
π

8

)

이다.
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[채점기준]

• 영역 R가 무엇인지 그림으로 설명하거나, 영역 R의 둘레를 잘 매개화했으면 +10점

• 둘레의 길이를 올바르게 구했으면 +10점

∗ 단, 계산이 틀렸으나 극좌표 곡선 r = r(θ), α ≤ θ ≤ β의 길이가

∫ β

α

√

r(θ)2 + r′(θ)2dθ

로 주어짐을 표현했으면 부분점수 5점
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9.

(a)

X ′(t) = (−2 sin t+ 2 sin 2t, 2 cos t− 2 cos 2t)이므로,

|X ′(t)| =
√
4 + 4− 8 sin t sin 2t− 8 cos t cos 2t

=

√

8− 8(2 sin2 t cos t+ 2 cos3 t− cos t)

=
√
8− 8 cos t

= 4

∣

∣

∣

∣

sin
t

2

∣

∣

∣

∣

= 4 sin
t

2

(

∵ 0 ≤ t

2
≤ π

)

이다. 따라서 길이함수는

s =

∫ t

0

4 sin
u

2
du = 8− 8 cos

t

2

로 주어진다. 여기서 cos
t

2
= 1− s

8
이고, 0 ≤ t

2
≤ π이므로,

t

2
= arccos

(

1− s

8

)

,

즉, t = 2arccos
(

1− s

8

)

이다. 따라서 곡선 X를 호의 길이로 재매개화한 것은

X
(

2 arccos
(

1− s

8

))

이다.

[채점기준]

• 길이함수의 역함수 t = 2arccos
(

1− s

8

)

를 잘 구했으면 +10점

(b)

(a)에서 |X ′(t)| = 4 sin
t

2
임을 보였으므로, 곡선 X의 질량은 다음과 같다.

∫

X

µ ds =

∫

2π

0

µ(X(t))|X ′(t)|dt

=

∫

2π

0

(4 + 1− 4 cos t cos 2t− 4 sin t sin 2t) 4 sin
t

2
dt
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=

∫

2π

0

(5− 4 cos t)4 sin
t

2
dt

=

∫

2π

0

4

(

9− 8 cos2
t

2

)

sin
t

2
dt

=

∫

−1

1

−8(9− 8u2)du (u = cos
t

2
)

=

∫

1

−1

(72− 64u2)du

= 2

∫

1

0

(72− 64u2)du

= 2

(

72− 64

3

)

=
304

3
.

[채점기준]

• 답을 올바르게 구했으면 +15점

∗ 단, 계산이 틀렸으나 곡선 X의 질량이

∫

X

µ ds임을 표현했으면 부분점수 5점
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