
1E (풀이 1)
.

귀류법으로 일차종속이라고 가정하자

일반성을 잃지 않고 Ni = a NH bN , (aiseR) 라고 하자.

(
O = V, . N2 = A . 1N27 + b NiNa = a (V27 ⇒ a to C .

'

N
. ≠ e)

○ = N
,
. N3 = d Ni N3 t b (N312 = b 1N312 ⇒ b = 0 (i N.to?Ni=AN2tbN3=0이므로 모순 !

)
따라서 , V, , N2, V3 는 일차독립이다 .

+15 .

※ 논리적 설명이 충분하지 않으면 -5점
.

( e.g . , aw.io 이후 추가설명 없이 바로 모순이라고 한 경우 등)

※ 메의 정리5.0.2 를 사용한 경우 마찬가지로 채점
.

(풀이 2)

N301 Wii단에 직교하므로
,

N1xN211N3 이다 .

J +5

p.284의 정리 1
.

1.1에 의해
, det ( V1 . V2.03) = (1N2) . V3 인데 ,

N
, ,
N2는 0이 아닌 직교하는 두 벡터이므로, N, N2주 0이고 .

N . ✗NaN3는 0이 아닌 나란한 벡터이므로, detai.vnV3 ) ≠ O 이다
.

p.271의 정리 4.2.2 에 의해 N1 > N2 ,작은 일차독립이다 . stt10

※ V,N2 = ±V3 라고 한 경우 -5점
.

※ 사소한 실수 一쩜
.
.

( 명확한 오타 등 )
.

※증명 없이 (iii)를 적당한
'

직교좌표축으로 대응시킬 수 있다고
서술하면 0점

.

(해당 명제를 증명하는것이 문제 )
.

※ {A V2 tbhsia.beR3 의 평면에 UI가 속하지 않는 것을 충분히 엄밀하게
서술하지 않으면 점수 없음 ( 해당 명제를 증명하는 것이 뭐네 !



2.

[풀이]

점 P는 직선
x+ 2

3
=

y + 1

2
= z + 2 위의 점이므로, P = (−2 + 3t,−1 + 2t,−2 + t)인

실수 t가 존재한다. 이를 평면의 방정식 x+ 2y + 3z = 0에 대입하면

−2 + 3t+ 2(−1 + 2t) + 3(−2 + t) = 0

에서 t = 1을 얻는다. 따라서, P = (1, 1,−1)이다.

한편, n = (1, 2, 3), a = (3, 2, 1)이라고 놓자. 즉, n은 평면 x+ 2y + 3z = 0의 법선벡터

이고, a는직선
x+ 2

3
=

y + 1

2
= z+2의방향벡터이다.이때벡터 a를평면 x+2y+3z = 0

에 대해 대칭시킨 벡터를 b라고 하면,

b = a− 2pn(a) = a− 2
n · a
n · nn = (3, 2, 1)− 2

10

14
(1, 2, 3) =

1

7
(11,−6,−23)

이다.

x+ 2y + 3z = 0

x+ 2

3
=

y + 1

2
= z + 2

n = (1, 2, 3)

a = (3, 2, 1)

b = a− 2pn(a) =
1

7
(11,−6,−23)

P

그런데, 빛이 a 방향으로 입사했으면 b 방향으로 반사되며, −a 방향으로 입사했으면 −b

방향으로 반사된다. 따라서 빛이 꺾인 각도 θ (0 ≤ θ ≤ π)는 두 벡터 a와 b가 이루는 각의

크기이다. 그러면 sin θ ≥ 0이므로,

sin θ =
√

1− cos2 θ =

√

1−
(

a · b
|a||b|

)

2

=

√

1− 1

142

(

−2

7

)

2

=

√

1− 1

74
=

20
√
6

49

이다.



[채점기준]

• 직선과 평면의 교점 P를 올바른 방법으로 제대로 구하면 8점

• sin θ의 값을 올바른 방법으로 제대로 계산하면 12점

* θ 대신 π − θ에 대해서 sin값을 구한 경우에도 12점을 부여함.

* sin θ의 값을 잘못 계산한 경우, 중간과정에 해당하는 식 (ex. 벡터 a를 평면에 대

칭시킨벡터가 a−2pn(a), sin θ =
|a× b|
|a||b| , sin θ = 2 sin

θ

2
cos

θ

2
이고 cos

π − θ

2
=

n · a
|n||a| 등)이 있었다면 부분점수 6점을 부여함.

• 과정을 아예 쓰지 않은 경우에는 0점



#3
.

a, B, ✗ 가 일차종속이므로

X는 벡터 a, B를 포함하는 평면 위에 존재한 6점

따라서 사이가 최솟값을 가지려면

X는 점 C를 평면 위에 정사연시킨 점과 같아야 한얍 6점
이 때, 평면의 방정식은 가12%3Z =0 이고

점 C와 평면 사이의 거리는 이 ,
평면의 단위법선백터는

"
이므로

E =읎邕凹 一弘,33)

f.tt
✗

∴ ✗ .ci - 氷形乙 8점
.

별해 ☒ = t.at SB .
(to S어민 6점

사이를 정리하여 완전제곱식으로 잘 표현하고
,

동호조건을 올바르게 구한 경원 6점
.

⇐ (대 " -링 8점 .



※ 정사영 논리 대신 GS 부등식이나 (제주에池一昨 v2

인구가평면과 접해야 한다는 논리를 적용해도 6점 인정 .

※ 각 편미분 값이 0인 점을 최솟값으로 잡은 경우
,
점수 ✗ .

다만
, 그렇게 구한 값이 극솟값이 됨을 잘 설명했다면 6점 인정

.

(颯) .



4번[20점].

주어진 식으로부터 다음 등식을 얻을 수 있다.

A





1 2 3
−1 −1 0
0 0 1



 =





20 39 4
−10 0 −4
0 13 0



 .

위 식을 AB = C라고 두면, 행렬식의 성질로부터 다음을 얻는다.

det(AB) = det(A) det(B) = det(C).

따라서 각각 구해보면, det(B) = 1, det(C) = 520이므로, det(A) = 520이다. □

채점기준

1. 주어진 식을 3 × 3 정사각행렬의 식 AB = C 꼴로 고치거나, A를 직접 구하
려는 올바른 시도에 10점. 행렬식의 성질을 제대로 활용했으나 계산 실수를 한
경우에도 10점 부여.

2. 마지막 행렬식까지 계산 실수 없이 정답을 구하면 10점.



5번 모범답안

(a)

3차원 공간의 표준단위벡터를 e1, e2, e3로 쓰자. 벡터곱과 내적의 선형성에
의해 a = ei (i = 1, 2, 3)일 때 주어진 등식이 성립함을 보이면 충분하다. 이제
b = b1e1 + b2e2 + b3e3, c = c1e1 + c2e2 + c3e3으로 두면

e1 × (b× c)= e1 × ((b3c1 − b1c3)e2 + (b1c2 − b2c1)e3)

= (b3c1 − b1c3)e3 − (b1c2 − b2c1)e2

= b1c1e1 + (b3c1 − b1c3)e3 − (b1c2 − b2c1)e2 − b1c1e1

= c1b− b1c

= (e1 · c)b− (e1 · b)c

이다. 같은 방식으로 a = e2 혹은 a = e3인 경우에도 주어진 등식이 성립함을

알 수 있다.

(b)

풀이 1. 문제 (a)와 행렬곱의 성질로부터

x× (a× b) = (x · b)a− (x · a)b = a
(

b
t
x
)

− b
(

a
t
x
)

=
(

ab
t
− ba

t
)

x =
(

ab
t
−

(

ab
t
)t
)

x

이다. 따라서

A(a,b)= ab
t
−

(

ab
t
)t

=





2 1 −2
−2 −1 2
6 3 −6



−





2 −2 6
1 −1 3

−2 2 −6



 =





0 3 −8
−3 0 −1
8 1 0





이다.

풀이 2. a = (a1, a2, a3),b = (b1, b2, b3)으로 두자.





2 1 −2
−2 −1 2
6 3 −6



 = ab
t =





a1b1 a1b2 a1b3
a2b1 a2b2 a2b3
a3b1 a3b2 a3b3





이므로, 주어진 선형사상을 L이라 하면 (a)에 의해

L(e1) = b1a− a1b =





0
b1a2 − a1b2
b1a3 − a1b3



 =





0
−3
8





1



이고, 같은 방식으로

L(e2) =





3
0
1



 , L(e3) =





−8
−1
0





이다. 이제 이들을 열(column)로 갖는 행렬이 A(a,b)가 된다.

풀이 3. a = (a1, a2, a3),b = (b1, b2, b3)으로 두자.




2 1 −2
−2 −1 2
6 3 −6



 = ab
t =





a1b1 a1b2 a1b3
a2b1 a2b2 a2b3
a3b1 a3b2 a3b3





이므로 a × b = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1) = (−1, 8, 3)이
다. 따라서 주어진 선형사상을 L이라 하고 x = (x, y, z)로 두면 L(x) =
x× (−1, 8, 3) = (3y − 8z,−3x− z, 8x+ y), 곧

L





x

y

z



 =





0 3 −8
−3 0 −1
8 1 0









x

y

z





으로부터 행렬

A(a,b) =





0 3 −8
−3 0 −1
8 1 0





를 얻는다.

채점 기준

5.(a)

벡터곱의 정의를 이용한 풀이의 경우, 벡터곱 a× (b× c)의 계산 과정을 생략
하면 5점 감점.
벡터곱의 선형성을 이용한 풀이의 경우, 선형성 또는 분배법칙을 언급하지
않으면 5점 감점.

5.(b)

행렬 ab
t로부터 aibj (i, j = 1, 2, 3)를 구하는 것에 5점, 이로부터 A(a,b)를

구하는 것에 10점.
a = (1,−1, 3), b = (2, 1,−2)와 같이 벡터 a,b를 특정한 벡터로 두고 푸는

경우 aibj들을 구하는 항목에 점수 없음.
표준단위벡터의 함숫값을 행으로 갖는 행렬을 답으로 적거나 벡터곱의 순서

를 바꾸어 계산하는 등 행렬 A(a,b), 혹은 그것을 구하는 과정에 오류가 있는
경우 5점 감점.

2





#7
.

鷗混- r= 1-Sin
주어진 영역의 넓이는

6필 ( 1 -

sinosdo.fi#tsin0TdOtw=ItinO-sint)dO=tT+5
* 식이 틀린 경우 ,

1) r≥ 1-Sin0
,
r≤ 1-5NET' 의 개형을 잘 그린 경우 +5

(혹은 o≤ o≤ 兀를 잘 도출한 경우 )

2 ) 1)의 개형도 틀렸지만
,
극좌표계 넓이 공식을 잘 알고 있으면 +3



곡선 X : X (t) = (t.E.pt3) ( 0 ≤t ≤ 1)
.

( )
e = £1兆八dt

5

J +5

f!럐 " 하 =

5
J
+ io ,

(2) mfuds.ie(사))州川 dtJ +5
= f 3t4 . (2t뤼 ) dt

二聃
J +10

(3) 于二玖ndS = £9(쎄기 .lt)州川 dtJ +5
= If

'

3t4 . t . (2t뤼 ) dt

) (계산) .
= 彧

) +10

• (2)의 질량계산이 틀렸을 경우 (3)의 계산에 대한 점수 받을 수

없음 .

• ( ) ,
(2) ,

(3) 모두 계산에 대한 부분점수 없음
.



수학 1 기말고사 9번 답안 및 채점기준

9(a) 매개화 2점 + 곡률 계산 8점 = 총 10점

주어진 곡선 y = x2을 알맞게 매개화한 경우 2점.

알맞은 매개화의 예시:

X(t) = (t, t2), t ∈ R

X(t) = (tan θ, tan2 θ), −π

2
< θ <

π

2

매개변수의 범위에 대한 언급이 없어도 2점 부여.

틀린 매개화의 예시:

X(t) = (±
√
t, t), t ≥ 0

X(t) = (cos θ, cos2 θ), θ ∈ R

곡률 계산을 알맞게 한 경우 8점이며, 뒤의 풀이에 열겨된 곡률 계산에 대한
공식 중 하나라도 맞는 것을 서술한 경우 8점 중 3점 부여, 이 후 계산 실수 없이
곡률 계산을 맞게 한 경우 만점.

곡률 계산에 대한 여러 풀이:

(풀이 1) 곡률 벡터의 정의와 곡률이 곡률 벡터의 크기임을 이용한 풀이.

κ(t) =
1

|X ′(t)|

(
X ′(t)

|X ′(t)|

)
′

=
X ′′(t)

|X ′(t)|2 − (X ′(t) ·X ′′(t))

|X ′(t)|4 X ′(t)

κ(t) =
1

|X ′(t)|

∣∣∣∣
(

X ′(t)

|X ′(t)|

)
′
∣∣∣∣

=

√
|X ′(t)|2|X ′′(t)|2 − (X ′(t) ·X ′′(t))2

|X ′(t)|3

=
|X ′′(t)|| sinα|

|X ′(t)|2

단, α는 X ′(t)와 X ′′(t)가 이루는 각도이다.

(풀이 2) 좌표 평면에서 매개화된 곡선의 곡률 계산 공식을 이용한 풀이.

좌표 평면 위에서 매개화된 곡선 X(t) = (x(t), y(t))의 t에서의 곡률은

κ(t) =
|x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t)|

(x′(t)2 + y′(t)2)3/2

1



(풀이 3) 좌표 평면 위의 곡선을 좌표 공간 위의 곡선으로 생각한 풀이.

좌표 평면 위의 곡선 X(t) = (t, t2)의 곡률은 좌표 공간 위의 곡선 X(t) =
(t, t2, 0)의 곡률과 일치하므로, 다음의 공식을 활용하여 계산할 수 있다.

κ(t) =
|X ′(t)×X ′′(t)|

|X ′(t)|3

단, 외적을 이용한 공식을 좌표 평면에서 사용하는 경우 곡률 계산에 해당
하는 5점이 감점됨.

(풀이 4) 좌표 평면 위의 함수의 곡률 계산 공식을 이용한 풀이.

좌표 평면 위의 함수 y = f(t)로 정의된 곡선의 곡률은

κ(t) =
|f ′′(t)|

(1 + f ′(t))3/2

위의 풀이 중 (풀이 1)로부터

κ(t) =

(
− 4t

(1 + 4t2)2
,

2

(1 + 4t2)2

)

κ(t) =
2

(1 + 4t2)3/2

를 얻을 수 있으며, t =
1

2
를 대입하면

κ

(
1

2

)
=

(
−1

2
,
1

2

)
, κ

(
1

2

)
=

1√
2
.

∴ X(t) = (t, t2), t ∈ R, κ

(
1

2

)
=

1√
2

9(b) 접촉원의 반지름 3점 + 접촉원의 중심 7점 = 총 10점

접촉원의 반지름은 곡률 반경, 즉 곡률의 역수와 같으므로

r =
1

κ(1/2)
=

√
2.

답이 맞으면 3점, 부분점수 없음.

접촉원의 중심은 다음과 같은 과정을 통해 구할 수 있다.

(풀이 1) 접촉원의 중심은 정의에 의하여

P +
κ(t)

κ(t)2

2



이다. 따라서 t =
1

2
를 대입하면

(
1

2
,
1

4

)
+

(−1/2, 1/2)

(1/
√
2)2

=

(
−1

2
,
5

4

)

(풀이 2) 접촉원의 중심은 점 P =

(
1

2
,
1

4

)
로부터 속도벡터와 수직인 방향 (−1, 1)

상에 있으며, y = x2의 위쪽에 위치하여야 하므로 접촉원의 중심은

P + r
(−1, 1)

|(−1, 1)| =
(
−1

2
,
5

4

)
.

단, r은 접촉원의 반지름인
√
2.

(기타 풀이) 논리적으로 알맞게 서술한 경우 점수 부여.

9(c) (a), (b)에서 계산한 값에 근거하여 단위속력을 가지는 곡선으로 잘 매개화한
경우 3점 + 답이 실제로 맞는 경우 7점 = 총 10점

점 P =

(
1

2
,
1

4

)
에서의 접촉원은 중심이

(
−1

2
,
5

4

)
이고 반지름이

√
2인 반지름

이므로

Y (t) =

(
−1

2
+
√
2 cos t,

5

4
+
√
2 sin t

)
, 0 ≤ t < 2π

로 매개화가 가능하다. 이를 단위속력을 가지는 곡선, 즉 호의 길이로 재매개화
한 곡선을 생각하려면

|Y ′(t)| =
√
2,

∫ t

0

|Y ′(u)| du = s =
√
2t

의 s로 재매개화하면 된다. 따라서,

Ỹ (s) =

(
−1

2
+
√
2 cos

(
t√
2

)
,
5

4
+
√
2 sin

(
t√
2

))
, 0 ≤ t < 2

√
2π

가 (b)의 접촉원을 단위속력을 가지는 곡선으로 매개화한 것이 된다.

틀린 매개화의 예시:

Y (t) =

(
t− 1

2
,±

√
2− t2 +

5

4

)
, −

√
2 ≤ t ≤

√
2

이는 곡선 2개를 매개화한 것이므로, 접촉원을 매개화한 것이 되지 못한다.
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